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Aufgabe 1. Uberlegen Sie, wie man folgende Relationen R grafisch darstellen
koénnte und entscheiden Sie, ob die Relationen reflexiv auf A, symmetrisch
bzw. transitiv sind. Geben Sie eine kurze Begriindung.

I
Z Z

R ={(a,b) | a,b € Z,a # b}, A=17
R={(a,b) | a,beR,a+b=1}, A=R

R ={(a,b) | a,b € R,a® < b*}, A=R

R ={(a,b) | a,b € R,a® = b*}, A=R

R ={(a,b) | a,b € Ng,a — b ist gerade }, A =Ny

R ={(a,b) | a,b € Ng,a — b ist ungerade }, A =Ny
R=1{(1,2),(2,3),(1,3)}, A=1{1,2,3}
R={(2,1),(3,2),(3,1)}, A=1{1,2,3}
R A

R A

Aufgabe 2. Sei R eine Relation. Die Umkehrrelation R~ von R ist definiert
durch
R~ ={(a,b) | bRa}.

Das heifit (a,b) € R~! genau dann wenn (b,a) € R.

e Was ist die Umkehrrelation von >y und =37

e Zeigen Sie, dass wenn R reflexiv auf A ist, auch R™! reflexiv auf A
ist.

e Zeigen Sie, dass wenn R symmetrisch ist, auch R~! symmetrisch ist.
e Zeigen Sie, dass wenn R transitiv ist, auch R~ transitiv ist.

e Zeigen Sie, dass fiir jede Relation R gilt, dass die Relation R =
RU R™! symmetrisch ist.

Aufgabe 3. Finden Sie eine Relation R und eine Menge A so dass

e R reflexiv auf A ist aber weder symmetrisch noch transitiv.
e R zwar symmetrisch aber weder reflexiv auf A noch transitiv ist.
e R zwar transitiv aber weder reflexiv auf A noch symmetrisch ist.

e R weder reflexiv auf A noch symmetrisch noch transitiv ist.



Hinweis: Es ist einfacher wenn man mit Relationen auf einer endlichen
Menge z.B. {1,2,3} spielt.

Aufgabe 4. Wie kann man am Schaubild einer Relation R C R x R sofort able-
sen ob sie reflexiv ist? Woran sieht man dass sie symmetrisch ist? Hinweis:
Zeichnen Sie zuerst ein paar reflexive bzw. symmetrische Relationen und
suchen dann die Gemeinsamkeiten. (Transitivitéit ldsst sich nicht so direkt
sehen, denken Sie aber trotzdem mal dariiber nach).

Aufgabe 5. Priifen Sie ob folgende Relationen reflexiv auf Ny, symmetrisch
oder transitiv sind:

o =3 U<y
e =3\ <y
e <y\=3
e =3N <y

Aufgabe 6. Eine Relation R C A x A heiffit antisymmetrisch, wenn

fur alle z,y gilt
wenn xRy und yRx
dann ist z = y.

So ist z.B. die Relation <y antisymmetrisch, denn aus x <y y und y <y x
folgt « = y. Welche der folgenden Relationen sind antisymmetrisch?

<N, ZZa g, =3, ga wa NXNa =-

Beschreiben Sie, wie man allgemein vorgeht um von einer Relation R zu
entscheiden ob sie antisymmetrisch ist und wie ein Beweis der Antisym-
metrie beginnen wiirde.

Aufgabe 7. Eine Relation R C Ax A heifit Halbordnung auf A, wenn R reflexiv
auf A, transitiv und antisymmetrisch ist. Welche der folgenden Relationen
sind Halbordnungen?

o SN auf N.
e <y auf N.
[ ZZ auf Z.
e o auf N.

e =3 auf Nj.

C auf der Menge aller Mengen.
¢ auf N.
e N x N auf N.



o =g auf Q.

Aufgabe 8. FEine Relation R C A x A heifit totale Ordnung auf A, wenn R
Halbordnung ist und auflerdem je zwei Elemente von A vergleichbar sind,
d.h.

fiir alle x,y gilt
wenn z,y € A
dann zRy oder yRz.

Welche der folgenden Relationen sind totale Ordnungen?

e <y auf N.

e <y auf N.

e >, auf Z.

e o auf N.

e =3 auf Nj.

e C auf der Menge aller Mengen.
e () auf N.

e N x N auf N.

o =g auf Q.
Aufgabe 9. Finden Sie jeweils 3 Elemente der Mengen
<N X 27
(=3)°
Aufgabe 10. Fiir jede Relation R ist die Umkehrrelation R~1 definiert durch
R™' = {(a,b) | bRa}.
Beweisen Sie ausfiihrlich, dass fiir jede symmetrische Relation R gilt
R'=R
Aufgabe 11. Die Kleiner Relation auf N ist definiert durch
<y = {(z,y) |r,ye NATze Nz + 2z =y}
Beweisen Sie ausfiihrlich, dass <y transitiv ist.

Aufgabe 12. Lesen Sie im Skript nach was eine Zerlegung ist. Finden Sie alle
Zerlegungen der Menge
A=1{1,2,3}.



Aufgabe 13. Uberlegen Sie sich ein paar Beispiele, wo Zerlegungen in der
“wirklichen Welt” vorkommen. Zum Beispiel wird die Menge der Men-
schen oft zerlegt in Ménner und Frauen oder in Kinder, Jugendliche, Er-
wachsene oder in Européder, Amerikaner, Asiaten, Afrikaner, Australier,
usw.

Aufgabe 14. Berechnen Sie eine Zerlegung der Menge
{1,2} x{1,2,3}
mit 4 Elementen.

Aufgabe 15. Finden Sie eine Zerlegung Z; der Menge N und eine Zerlegung
Zo der Menge Z so dass Z; C Z,.

Aufgabe 16. Lesen Sie im Skript nach was eine Aquivalenzrelation und eine
Aquivalenzklasse ist. Gegeben ist die Menge A = {1,2,3}. Finden Sie 3
Aquivalenzrelationen auf A und geben Sie deren Aquivalenzklassen an.
Wieviele Aquivalenzrelationen gibt es insgesamt auf A?

Aufgabe 17. Wenn x € A und A = B ist, dann ist offensichtlich auch x € B.
Beweisen Sie diese Aussage ausfiihrlich, indem Sie nur die in der Vor-
lesung besprochenen Beweisschritte und Definitionen (Mengengleichheit,
Teilmengenbeziehung) verwenden. Schreiben Sie zuerst die zu zeigende
Aussage als Formel der Pridikatenlogik hin und machen Sie deutlich an
welcher Stelle Sie Modus Ponens verwenden.

Aufgabe 18. Etwas aus der Praxis...: Lesen Sie den Artikel “Programs with
Common Sense” von John McCarthy (siehe Webseite zur Vorlesung un-
ter Links & Literatur). Es handelt sich um eine Veroffentlichung aus der
Anfangszeit der KI, die jedoch wegweisend fiir viele spétere Arbeiten war.
McCarthy definiert eine Relation “at”, wobei

at(x,y)

bedeutet, dass  in der N#he von y ist. Begriinden Sie, weshalb McCarthy
behauptet, dass “at” transitiv ist und weshalb er dafiir von Prof. Y. Bar-
Hillel kritisiert wird. Wenn die Welt, iiber die der advice taker nachdenken
kann, nur aus den Objekten “I”, “car”, “airport”, “desk” und “home”
bestehen wiirde, wire “at” dann transitiv? Uberlegen Sie sich, wie man die
Relation “at” exakt definieren konnte, so dass sie die umgangssprachliche
Bedeutung “in der Nahe von” hat. Man sagt z.B. dass der Mond in der
Nahe der Erde ist, aber andererseits ist ein Astronaut auf dem Mond nicht
in der Nahe von seiner Familie auf der Erde.

Aufgabe 19. Die Teilbarkeitsrelation auf N wird durch das Symbol | beschrie-
ben und ist wie folgt definiert:

z|ly—cxeNAyeNATL (ke NAke =y).



Ist die Teilbarkeitsrelation reflexiv, symmetrisch, transitiv? Definieren Sie
den Begriff Primzahl durch eine pridikatenlogische Formel unter Verwen-
dung der Teilbarkeitsrelation.

Aufgabe 20. In relationalen Datenbanken wird oft mit Tabellen gearbeitet,
z.B.

Typ ‘ Kennzeichen ‘ Farbe ‘ Baujahr
Ford | HN-DA-8190 rot 1995
VW S-KR-7618 blau 2001
Fiat | MOS-RT-1783 | griin 2003

Dass eine solche Tabelle tatsédchlich eine Relation ist, erkennt man wenn
man die beteiligten Mengen identifiziert:

Typ = {Ford, VW, Fiat,...}
Kennzeichen = {HN-DA-8190,S-KR-7618, MOS-RT-1783,...}
Farbe = {rot,blau,griin,...}
Baujahr = N.
Die oben als Tabelle dargestellte Relation ist dann die Menge der Qua-
drupel
R = { (Ford, HN-DA-8190, rot, 1995),

(VW ,S-KR-7618, blau, 2001),

(Fiat, MOS-RT-1783, griin, 2003) }
Somit gilt

R C Typ x Kennzeichen x Farbe x Baujahr.

Es gibt natiirlich mehrere Autos des selben Herstellers, mehrere mit der
selben Farbe und auch mehrere mit dem selben Baujahr. Andererseits
gibt es aber zu gegebenem Kennzeichen hichstens ein Auto mit diesem
Kennzeichen. Das Attribut Kennzeichen wird daher auch Schliissel der Ta-
belle genannt. Formulieren Sie in der Sprache der Logik, dass das Attribut
Kennzeichen Schliissel der Relation R ist.



